
 
1. はじめに 
 
古典物理の集大成である場の理論(Field Theory)
は現代物理学の根幹を担う一分野である。ニュー

トン(Newton)力学に始まり、音響、流体、そして電
磁気学等、どのような場の理論の問題も、結果と

して、支配方程式である偏微分方程式を解くこと

に帰する。古典的な場の理論はベクトル解析や変

分原理などの学術を創始し、現代量子力学を導い

た。数学的には、場の理論は直交関数論であるヒ

ルベルト(Hibert)空間論に集約される[1-3]。 
他方、現代のコンピュータグラフィックス

(Computer Graphics、以下 CGと略記)はデジタル計
算機の普及に供なってユーザに対して使い勝手が

よい GUI(Graphical User Interface)として開発が始
まり、初期の CG は画像を描く数学的手法として
比較的単純な幾何学が広く用いられた。近年の小

型高性能デジタル計算機は安価であること、また、

CGが膨大な情報量を伝達可能であることから、強
力で多才な機能を持つ CG 開発が広範におこなわ
れている。より強力で精緻な CG 開発のために、
単純な幾何学で無く、射影(Projective)幾何学、位相
(Topological)幾何学、ホモトピー(Homotopy)幾何学
さらにセル空間論(Cellular Spatial Theory)等のよう
な、より高度な幾何学を適用せざるを得ない状況

に至っている[4-6]。 
現代CGの直面する問題は大きく 2個に分類され
る。一方は膨大なデータ量のハンドリングであり、

他方は理工学で広範に開発されているシミュレー

ション技術を CG と如何に統合させるかである。
本稿で解説する場の理論による CG はこれらの問
題を系統的に解決する一方法である。 
場の理論は、画像処理、いわゆる、画像データの

圧縮、高解像度画像や動画像の生成などを可能と

する。場の理論に拠る CG は画像を構成する画素
(Pixel)をベクトル場(Vector field)のポテンシャル
(Potential)とみなすことが基本的な着想である。画
像を構成する画素をスカラーポテンシャル(Scalar 

Potential)とみなせば、スカラーポテンシャルへの
勾配演算 (Gradient Operation)は発散ベクトル
(Divergent Vector)を生成する。画像を構成する画素
をスカラーポテンシャルとみなし、このスカラー

ポテンシャルへ勾配演算を適用して得られる発散

ベクトルを、場の理論に拠る CG では、イメージ
ベクトル(Image Vector)と呼ぶ。イメージベクトル
のノルム(Norm)はスケッチ画像を生成する。また、
イメージベクトルと単位方向ベクトル間の内積分

布は陰影を持つ 3 次元画像を生成する。さらに、
イメージベクトルに対する発散演算 (Divergent 
Operation)はイメージソースデンシティ (Image 
Source Density)と呼ぶスカラー量の分布を与える。
このイメージソースデンシティは、スカラーポテ

ンシャル分布（画素値の分布）に対して２階の空

間偏微分演算、すなわち、ラプラシアン (Laplacian)
をおこなって得られるから、スカラーポテンシャ

ル中の定数項と１次関数項を含まない。従って、

仮にイメージソースデンシティから原画像が厳密

に再現されるとすれば、画像の持つ情報を何ら失

うこと無く画像データの圧縮が可能である。従来

の画像処理ではエッジ抽出にラプラシアンが適用

されるが、抽出されたエッジ分布はホモトピー幾

何学の特異点分布に他ならない。これは、ホモト

ピー幾何学では、特異点分布が与えられれば理論

上厳密に原画像が再現可能であることに拠る。 
電磁気学の電気スカラーポテンシャル分布を画

素分布へ対応させれば、イメージベクトルは電界

ベクトル、イメージソースデンシティは電荷密度

にそれぞれ対応する。電磁気学では、電荷密度と

境界条件が与えられれば、電界ベクトルや電気ス

カラーポテンシャルは、ポアソン方程式(Poisson 
Equation)の解として与えられる[3,7,8]。 
従って、場の理論に拠る CGでは、画像がイメー
ジソースデンシティへ圧縮可能であり、逆にイメ

ージソースデンシティと境界条件が与えられれば、
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ポアソン方程式（これをイメージポアソン方程式

と呼ぶ）を解くことで如何なる解像度の画像も生

成される。 
次に、動画像、いわゆるアニメーション

(Animation)について考えよう。アニメーションは
一連の静止画像（これをフレーム、Frame、と呼ぶ）
を時間軸方向へ切り替えて生成される。この意味

で時間軸方向へは古典的な銀塩写真で構成される

映画も離散化されたアニメーションである。デジ

タルビデオ(Digital Video)と呼ばれるアニメーショ
ンと通常の映画の違いは、各フレームが画素で構

成されるか銀塩写真で構成されるかに拠る。 
他方、場の理論では、時間軸に関する項を含む偏

微分方程式、例えば拡散方程式(Diffusion Equation)
や波動方程式(Wave Equation)等はヘルムホルツ型
方程式 (Helmholtz Type Equation)と呼ばれる[7-9]。
いま、アニメーションがヘルムホルツ方程式の解

として得られた結果とすれば、全てのアニメーシ

ョンはヘルムホルツ方程式（これをイメージヘル

ムホルツ方程式と呼ぶ）で記述可能であることに

なる。アニメーションが物理系の振る舞いを表現

する場合、イメージヘルムホルツ方程式は理工学

で行われるシミュレーション技術とアニメーショ

ンの系統的な融合技術に他ならない。 
ポアソン・ヘルムホルツ方程式へ数値解析手法を

適用すると線形システムが得られる。モーダル解

析(Modal Analysis)を線形システムへ適用すれば、
解ベクトルは固有ベクトル(Characteristic Vector)の
線形結合で与えられる[10]。一般に小さい固有値
(Characteristic Value)に対する固有ベクトルは変化
率が小さく、大きな固有値に対する固有ベクトル

は変化率が大きい。これは、画像がポアソンやヘ

ルムホルツ方程式の解として表現可能であれば、

小さい固有値に対する固有ベクトルは画像の平均

的な情報を与え、大きな固有値に対する固有ベク

トルは画像の細かい部分の情報を与えることを意

味する。すなわち、離散値系ウェーブレット変換

(Discrete Wavelets Transform)とは異なる方法で画像
の多重解像度解析(Multi-resolution Analysis)が可能
となる。このようなモーダル行列(Modal Matrix)を
ウェーブレット変換(Wavelets Transform)行列の代
わりに採用する多重解像度解析(Multi-Resolution 
Analysis)手法をモーダルウェーブレット変換
(Modal-Wavelet Transform)と呼ぶ[11]。 
ここまでの議論はモノクロ画像を前提としたが、

波長によって赤（Red、以下 Rと略記）、緑（Green、
以下 Gと略記）、青(Blue、以下 Bと略記)成分から
なるカラー画像を考えよう。モノクロ画像は 1 種
類の画素値の分布で与えられるから、イメージス

カラーポテンシャルで表現することが自然である。

他方、カラー画像は RGBの各成分の合成で表現さ
れるから、カラー画像がイメージベクトルポテン

シャル(Image Vector Potential)で表現されるとする
ことは合理的である。その結果として、静止画像

とアニメーションの支配方程式は、それぞれイメ

ージベクトルポアソン方程式とイメージベクトル

ヘルムホルツ方程式となる。 
理工学で強力に開発された数値解析技術を用い

ても、ベクトルポアソン方程式やベクトルヘルム

ホルツ方程式を一般的に解くことは相当に厳しい

計算である。この問題を解決する方途はゲージ

(Gauge)の活用である。例えば、クーロンゲージ
(Coulomb Gauge)が成り立てば、ベクトルポアソ
ン方程式やベクトルヘルムホルツ方程式は、それ

ぞれカーテシアン座標系(Cartesian Coordinate 
System)の x,y,z成分 3個の独立したスカラーポア
ソン方程式とスカラーヘルムホルツ方程式に帰し、

並列計算機を前提とすれば、スカラーポテンシャ

ル問題と同等の計算速度で解く事が可能である

[7,8]。これは、イメージベクトルポアソン方程式
とイメージベクトルヘルムホルツ方程式をクーロ

ンゲージが成り立つように定式化すれば、モノク

ロ画像と同様に取り扱い可能であることを意味す

る。 
 
2. 画像の基礎構成要素 (Graphics Primitives) 
2.1 背景(Background) 
どのような CG による画像も 2 次元のラスター

配列(Raster Array)に格納された数値で構成される。
ラスター配列中の数値は 2 種類に分類される。一
方はオブジェクト(Object)であり、他方は背景であ
る。多くの場合、背景を構成する画素値は全て同

じ値である。しかし、背景がパターンを持つ場合、

背景を構成する画素値は異なる値を持つ。従って、

背景とオブジェクトの区別は観察者の注目点で決

まる。 
場の理論に拠る CG では、パターンを持たない

背景は単純にイメージベクトルで囲まれない画素

の集合と定義される。 
 

2.2 点 (Point) 
画像を構成する最も基本的な要素が点であり、

それは 2 次元ラスター配列の中で単一の要素のみ
で構成される。 
場の理論に拠る CG では、点は同一な大きさで

方向が異なるイメージベクトルで囲まれる画素と

定義される。イメージベクトルは、画素値をスカ

ラーポテンシャル Uとみなし、(1)式の勾配演算を
適用することで得られる。 

 



U−∇=V      (1) 
 
 図 1に点画像とイメージベクトルを示す。いま、

yx ∆∆ , をそれぞれカーテシアン座標系の x,y 軸方

向の画素間の間隔とすれば、(1)式は(2)式の中心差
分法で実行される。 
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 (2)式で、n と m をそれぞれ x, y 軸方向の全画素
数とすれば、下添え字 i, jはそれぞれ x軸上の位置
i=1,2,…,n,と y軸上の位置 j=1,2,…,m,を示す [7,9]。 
 図 1右のベクトルをバーテックス(Vertex)ベクト
ルと定義すれば、バーテックスベクトルは点を取

り囲み、それらのベクトル和がゼロとなる。逆に

同一の大きさで方向が異なり、ベクトル和がゼロ

となるバーテックスベクトルで囲まれる 1 画素は
点と定義される。 
 セル空間論では、点はゼロ次のセル(Cell)に対応
し、ベクトル和がゼロであるバーテックスベクト

ルはスケルトン(Skeleton)もしくはヌル(Null)と呼
ばれる。すなわち、画像要素点 P はゼロ次のセル

アタッチメント(Cell Attachment)ベクトル VertexV

で囲まれるゼロ次のセル 
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である。(3) 式で、下添え字 Point, Vertex および 0
はそれぞれ、点、バーテックスおよびゼロ次セル

ベクトルを示し、 0C はゼロ次のセルである。 

 
2.3 線 (Line) 

 線は画像を構成する第 2番目の基本要素である。
図 2に直線の例を示す。 

 

 
 図 2 右中のイメージベクトルを観察すれば、隣
接する点要素が直線と定義され、逆に同じ大きさ

で異なる方向を持つイメージベクトルで囲まれる

画素が直線の存在を意味することが判る。図 2 右
中には 10個のイメージベクトルが存在し、それら
は、同じ方向で同じ大きさを持ち隣接バーテック

スベクトルグループと線要素の始点と終点に位置

する 2 個のバーテックスベクトルグループに分類
される。前者のグループはそれらの方向によって

さらに 2 グループへ分類される。一連の隣接する
同一ベクトル群を線ベクトルと定義すれば、規則

的な方向（直線の場合は同一）を持つ一連の隣接

するベクトル群が一般的な線、例えば曲線等の存

在を意味する。 
 図 3 は画像ベクトルの大きさの分布と位置を示
す。図 3 左に示すベクトルの大きさの分布は(4)式
で計算した[10]。 
 

jijiji ,,, VVV ⋅=     (4) 

 
さらに、図 3 右に示す各ベクトルの位置は(5)-(7)
式で計算される内積値の最大値を取り出すことで

抽出した。 
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Point Vectors

Fig. 1. Point (left) and image vectors (right) 

Line Vectors

Fig. 2. Line (left) and image vectors (right) 

Vector norm

180 deg . 225 deg . 270 deg . 315 deg .

0deg . 45deg . 90deg . 135 deg .

Fig.3. Vector norm (left) and the extracted positions of  
the directed vectors (right 8 figures). 
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 図 3 左のベクトルの大きさ分布は図 2 のベクト
ルの大きさに対応し、図 3 右のベクトルの位置は
水平に対して角度 =θ  0,45,90,135,180,225,270,315
度方向のベクトルの存在を示している。図 2 右中
のベクトルと図 3 右を比較すると、 =θ 45 と 225
度方向のベクトルは線の始点と終点をそれぞれ示

すことが判る。 =θ 135度と 315度方向のバーテッ
クスベクトル群はそれぞれ、同一方向を持ち、隣

接した線ベクトルである。 
 以上の結果から、単純なベクトルの内積演算で

図 2 右中のベクトルが 2 グループに分類可能であ
る。すなわち、2個のバーテックスベクトルと線ベ
クトルで囲まれる線スケルトンが直線である。 
 セル空間論的観点から考えると、線は 2 種類の
セルアタッチメントベクトルから構成される。一

方は線の始点と終点を表すゼロ次のセルアタッチ

メントベクトルであり、他方は線を表す 1 次のセ
ルアタッチメントベクトル（線ベクトル）である。

線は必ず隣接した点の集合からなる。換言すれば、

線はゼロ次のセル 0C （点）の集合からなるため、

1 次のセル 1C である。すなわち、線 L とそのベク

トルはそれぞれ(8)式で定義される。 
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(8)式で、下添え字 Lineと 1はそれぞれ、線と 1次
セルアタッチメントベクトルを示す。 
 線の終点で他の線の始点と繋ぐことで折れ曲が

った線が描ける。折れ曲がった線は直線と異なり、

直線の接合点でバーテックスベクトルを持つ。こ

のバーテックスベクトルが連続して規則的に方向

が変わる場合が曲線である。 
 
2.4 面 (Surface) 
 一連の隣接した点が線を構成したのと同様に、

一連の隣接した線が面を構成する。図 4 に面の 1
例を示す。どの線ベクトルも面の内部では打ち消

しあうため、図 4 右に示すように、面は隣接する
線ベクトルで面は囲まれる。これは、面が常に隣

接する線ベクトルとバーテックスベクトルで囲ま

れ、面の内部は隣接した複数のスケルトンとなる

ことを意味する。3個のバーテックスと 3個の直線

ベクトルで囲まれる面は三角形の面を意味する。

三角形は面を構成する最小数のバーテックスと線

ベクトルからなる。従って、多角形の面は 3 個以
上のバーテックス・直線ベクトルで囲まれるスケ

ルトンである。他方、ある面を取り囲む隣接する

バーテックスベクトルが規則的に方向が変わる場

合、これは円形の面が存在することを意味する。 

 
 図 3 左に示すように、直腺の隣接するベクトル
は線スケルトンを取り囲むが、図 4 右の面の隣接
するベクトルは複数のスケルトンを取り囲む。さ

らに、直線は常に 2 個のバーテックスベクトルを
持つが、四角形は 4 個のバーテックスベクトルを
持つ。図 5 は図 4 右に示すベクトルの大きさ分布
と単位方向ベクトル間の内積演算で抽出されたベ

ク ト ル の 位 置 を 示 し て い る 。 図 5 右 の

45,135,225,315度方向のベクトルは図 5左のグレイ
トーンで表示されている 4 個の小さなベクトルに
対応している。直線の場合と同様に、それらはバ

ーテックスベクトルと定義される。他方、図 5 右
の 0,90,180,270度方向のベクトルは図 5左の白色で
表示されている大きなベクトルに対応している。

これらは線ベクトルであり、これらの線ベクトル

は隣接する複数のスケルトンを取り囲む。 
 バーテックスと線ベクトルは、それぞれゼロ次

と 1 次のセルアタッチメントベクトルである。換
言すれば、面は 1 次セル要素、すなわち、線で構
成されるため、面は（９）式で定義される２次の

セル要素 2C である。 

Surface Vectors

Fig. 4. Surface (left) and image vectors 
Norm

180 deg . 225 deg . 270 deg . 315 deg .

0deg . 45deg . 90deg . 135 deg .

Fig.5. Vector norm (left) and the extracted vector positions 
(right 8 figures) taking the particular directions.
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2.5 重なった面 (Overlapped Surfaces) 
 立体の議論を行う前に、ここでは、図６に示す

面の重なりについて少し吟味しておこう。 

 
 図６右に示す画像ベクトルは大きく 2 種類へ分
類される。一方は線ベクトルであり、他方はバー

テックスベクトルである。図４右に示すように単

一の長方形は 4個のバーテックスベクトルを持つ。
このため、2個の長方形は 8個のバーテックスベク
トルを持たねばならない。しかし、図６右では 15
個のバーテックスベクトルが存在する。これは背

面の長方形の 1 バーテックスベクトルが前面の長
方形で失われるが、面の重なりが新たな 8 個のバ
ーテックスベクトルを生成しているためである。

これらの生成されたバーテックスベクトルは重な

った線のエッジ(Edge)に沿って現れる。すなわち、
図形のオブジェクト(Object)中の重なりや接触は元
のバーテックスベクトルを失うが、新たなバーテ

ックスベクトルを生ずる。しかし、図６左の長方

形が全く同じサイズであり、完全に重なっていれ

ば、4個のバーテックスベクトルが図４右のように
存在する。これは背面の長方形が前面の長方形に

隠れてしまうためである。図６右のように長方形

が同一サイズでも完全に重ならない場合、重なっ

たエッジでバーテックスベクトルの数は増加する。 
 このように画像ベクトルの分布は画像オブジェ

クトの複雑さのみならずオブジェクトの重なりも

示す。セル空間論的には、ゼロ次のセルアタッチ

メントベクトルの増加、もしくは減少は画像オブ

ジェクトが重なっているか否かを意味する。重な

った面の画像は面のエッジとバーテックスからな

り、２次のセル 2C である。 

 

2.6 立体 (Body) 
 隣接する面で囲まれた空間は立体と呼ばれ、重

なった面の特別な場合である。立体と単なる重な

った面との基本的な違いは、立体は面で完全に取

り囲まれる 3 次元空間を持つが、単なる面の重な
りは 3 次元空間を持たない点にある。これは、図
７右に示す斜め方向に交互に等しいイメージベク

トルで表されるエッジを観察すれば了解できる。

斜め方向に交互に等しいイメージベクトルは、図

８右で、135度と 315度の角度持つベクトルとして
抽出される。図８で、右図と左図はそれぞれ、主

要な画像ベクトルの大きさ分布と位置を示す。 

 
 このように、セル空間論では、立体は 3 次のセ
ルである。これは、2次のセルである面から立体が
構成されるためである。換言すれば、立体 B は以
下のように定義される。 
 

3,

int

3 2 1 0

Body Suface Line Po Vertex

Body

B C B S= ⊃

⊃ ⊃ ⊃ ⊃

= ⊃ ⊃ ⊃

V V V V V

V V V V V

 (10) 

 
ここで、下添え字 Bodyと 3は、それぞれ立体と 3
次のセルアタッチメントベクトルであることを示

す。 
 
2.7 画像の基礎構成要素のまとめ 
 カラー像の 1 成分、若しくはそれらの組み合わ
せはモノクロ画像を生成し、モノクロ画像を構成

Vectors

Fig. 6. Overlapped surfaces (left) and image vectors (right).

Body Vectors

Fig. 7. Body (left) and image vectors 
( i h )Norm

180 deg . 225 deg . 270 deg . 315 deg .

0deg . 45deg . 90deg . 135 deg .

Fig.8. Vector norm (left) and the extracted vector positions 
(right 8 figures) taking the particular directions.



する画素をスカラーポテンシャル U と見做し、勾
配演算で発散ベクトル Vを生成した。 
 

U−∇=V     (11) 
 
 どのような形状のオブジェクトもセル空間構成

要素であるゼロ次のセル C0点、1 次のセル C1線、

2次のセル C2面、3次のセル C3立体の集合に分解

できる。それぞれのセル空間構成要素、点、線、

面、立体は個々のベクトル分布を持つ。このため、

我々は 4 個の画像セルアタッチメントベクトル分
布を持つ。 
 

BodyBody

SurfaceSurface

LineLine

VertexVertex

U

U
U
U

V

V
V
V

=∇−

=∇−
=∇−
=∇−

   (12) 

 
 最も基本的な画像の構成要素は点であり、それ

は 1 画素からなる。第 2 番目は一連の隣接した点
の集合で表される線である。同様に、第 3,4番目の
画像の構成要素は面と立体であり、それぞれ、線

と面の集合で表される。これは、高次の画像の構

成要素は低次の構成要素の集合で表されることを

意味し、セルアタッチメントベクトルで表現すれ

ば(13)式の関係が成り立つことを意味する。 
 

Line Vertex

Surface Line

Body Surface

⊃
⊃

⊃

V V
V V

V V

    (13) 

 
 このように CG に対する場の理論の適用はセル
空間構造の基礎構成要素を系統的、且つ、階層的

に分類可能とする。いま、下添え字 0､1,2,3が次数
を表すとすれば、Vskelton ÕVVertex Õ VLine Õ VSurface Õ 
VBody = VNullÕV0 Õ V1 Õ V2 ÕV3 が成り立つ。このよ
うにして任意の空間が構成され、これは J.H.C. 
Whitehead が 1950 年に提唱したセル空間構造に対
応する[4]。各画像構成要素はそれぞれ個々の画像
ベクトル分布を持ち、それらの自由度は構成要素

の数に反比例する。すなわち、点の組み合わせが

他の構成要素を与えるため、点が最も自由度の高

い画像の基本構成要素である。その結果として、

どのような 3 次元画像もセル空間構造の 4 基本画
像構成要素の集合で構成される[4,5,12]。 

3. 画像生成 (Image Generation) 
3.1 スケッチ画像(Sketch Image) 
 スケッチ画像はオブジェクトの特徴を抽出し、

モノクロ線図の集合で人間の感性を前提として描

かれる芸術作品である。この意味で、スケッチ画

像を計算機で機械的に描くことは不可能である。

他方、我々はモノクロ画像のイメージベクトルを

抽出することが可能であり、もし、このイメージ

ベクトルの分布が画像の個々の特徴を反映してい

るとすれば、ある意味でのスケッチ画像を生成可

能である。このようなスケッチ画像を描く最も単

純な方法はイメージベクトルの大きさ分布をプロ

ットすることである。図 9 にスケッチ画像生成の
１例を示す。図 9 左がサンプル画像であり、図 9
中央が(2)式の演算で得られたサンプル画像のイメ
ージベクトル分布である。図 9 右は、サンプル画
像のイメージベクトル分布の大きさを白黒反転し

て得られたスケッチ画像である。 

 
3.2 レリーフ画像(Relief Image) 

 
 イメージベクトルの大きさ分布はスケッチ画像

を与えた。他方、(6)式による図 9 中のイメージベ
クトル分布と単位方向ベクトルの内積分布は図１

０に示すレリーフ画像を与える。レリーフイメー

ジ生成では、単位方向ベクトルが光の投影角に対

応して陰影を与えたレリーフ画像となることが判

Sample Vectors Sketch

Fig.9. Sample image (left), image vectors (middle)  
and sketch image (right). 

180 deg . 240 deg . 300 deg .

0deg . 60deg . 120 deg .

Fig.10. Relief images by the inner product operation 
between the image vectors in Fig.9  

and unit directional vector. 



る。 
 CG では、光の陰影を与えた画像を 3 次元画像と

呼ぶ。その意味で単純な単位方向ベクトルとイメ

ージベクトルの内積演算は 3 次元画像を与える。

さらに、図１０のレリーフ画像を構成する画素値

を最大値 1、最小値 0として正規化した画像と図９

左の原画像を畳み込み(Convolution)演算すれば、

図１１に示すように陰影を強調した画像が得られ

る。 

 

3.3 高解像度画像の生成(High Resolution Image) 
 ベクトルの発散演算はベクトル量をスカラー量

へ変換する。この場合、このスカラー量はベクト

ル生成の源となるため、このスカラー量はソース

デンシティー(Source Density)と呼ばれる[3,7,8]。 
 ベクトル V に対する発散演算は(14)式で与えら
れる。 
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ここで、Vx、Vyはそれぞれ、ベクトル Vの x､y軸
成分である。 
 いま、ソースデンシティーを σ とすれば、静的
なモノクロ画像の支配方程式は(15)式で与えられ
る。 
 

σ=∇− U2      (15 ) 

 (15) 式はポアソン (Poisson) の方程式と呼ばれ、
左辺の演算子  (Operator) はラプラスシアン 
(Laplacian) と呼ばれる。(14) 式のスカラーポテン
シャル U は画素値に対応するから、ラプラスシア
ンは画像データの定数項と空間の 1 次関数項を削
除する。すなわち、(15)式のソースデンシティ σが
与えられ、スカラーポテンシャル U が厳密に再現
されるとすれば、全く原画像の情報を失うこと無

く画像の圧縮が可能である。画像を与える画素値

の集合は離散化された量であるから、実際のラプ

ラスシアンは適当な離散化法で実行される。本稿

では、(16)式で与えられる 9点有限差分法でラプラ
シアンを近似している[9]。 
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     (16) 
 
(16) 式で、x, y 軸方向の刻み幅 (Step-width) は 1
と仮定している。また、画像の外周の境界条件は

ゼロディリクレイ(Zero Dirichlet)としている。 
 (16) 式のプラスシアンは画像のスカラーポテン
シャルで空間の 2 次関数以上の変化率を持つ部分
を抽出するが、これは単に画像データの圧縮だけ

でなく、ホモトピー的な観点から画像の特異点抽

出(Singular  Point Extraction)にも対応する。いま、
イメージソースデンシティ σが(15)式または(16)式
で与えられたとすれば、有限要素法や有限差分法

等の離散化法を(15)式に適用すれば(17)式のシステ
ム方程式を得る[7-9]。 
 
SX=Y       (17) 
 
ここで、S、X,Yはそれぞれ、システム行列、解ベ
クトルそして入力ベクトルである。システム行列 S
は一般に正定値(Positive Definite)の正方行列であ
り、その次数は望まれている画像の解像度によっ

て決まる。例えば、 mn× の解像度であるとすれば、

システム行列 S は mn× 行 mn× 列、解ベクトル X
も入力ベクトル Yも mn× 次のベクトルとなる。 
 いま、(18)式の同次方程式を考える。 
 
SX=λX 
 
または                    (18) 
 
|S-λ|=0 
 

180 deg . 240 deg . 300 deg .

0deg . 60deg . 120 deg .

Fig.11. High contrast images generated by convolving the 
original and normalized relief images in Fig.10. 



ここで、λは固有値を要素とする対角行列である。 

 システム行列 Sが mn× 行 mn× 列とすれば、(18)
式から mn× 個の固有値を求めることができる。い

ま、Ei ,i=1,2,…, mn× を固有値λi, i=1,2,…, mn×
に対するノルムを 1 へ正規化された固有ベクトル
とすれば、(17)式の解ベクトル Xは(19)式で与えら
れる[10]。 
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ここで、 ,,...,2,1, mniwi ×= は入力ベクトル Y に

よって決まる係数である。 
 (19) 式において、モーダル行列 Z を (20) 式で
定義すれば、 
 

[ ]mnZ ×= EEE .21     (20) 

 
解ベクトル Xは(21)式のように書ける。 
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(21) 式で上添え字 Tは行列の転置を示す。 
 (21) 式の解ベクトルXを (17) 式へ代入すれば、 
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を得る。 

 よって、(19)式の係数 ,,...,2,1, mniwi ×= は(23)

式で与えられる。 
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 (23) 式の係数ベクトルWを (21) 式へ代入して
解ベクトル X を得る。このように固有値と固有ベ
クトルを利用した線形システムの解析法をモーダ

ル解析(Modal Analysis)という。 
 図１２左、中、右へそれぞれ、イメージソース

デンシティ、原画像の解像度 128128× および 4倍
の解像度 256256× 画像を示す。 
 

 
 図１２左のイメージソースデンシティは図９左

の一定値と 1 階空間微分の項が削減されているこ
とのみならず、図１２中の画像は図９左の原画像

と全く同じであるから、ホモトピー理論における

画像の特異点に他ならない。図１２右は原画像の 4
倍の高解像度の画像がポアソン方程式の解として

補間されて生成されることを意味する。 
 
3.4 動画像の生成(Animation) 
 我々がアニメーション(Animation)と呼ばれる動
画像を場の理論を適用して生成しようとすれば、

支配方程式はヘルムホルツ(Helmholtz)型の方程式
となる。ポアソン方程式はアニメーションを構成

する 1 フレームを生成可能とするが、ヘルムホル
ツの方程式は時間の項を陽的に含むため、時系列

で変化する動画像生成には有用である。空間のみ

ならず時間微分を含むヘルムホルツ方程式は(24)
式で与えられる。 
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Source density Original resolution 256 by 256 resolution

Fig.12. 128 by 128 source densities (left), 128 by 128 
resolution image (middle) and 256 by 256 resolution image 

(right). 



(24) 式で、 βα ,,t はそれぞれ、時間、次元 [t/m2] と

さらに次元 [t2/m2] を持つ係数である。(24) 式で、
0=α の場合は拡散方程式 (Diffusion Equation) 、

0=β の場合は波動方程式 (Wave Equation) と呼

ばれる [3,7,8]。前者は広がるアニメーションや縮
小するアニメーションを表現するのに有用であり、

後者は振動や反復的なアニメーションを表現する

のに有効である。従って、イメージヘルムホルツ

方程式(24)は如何なるアニメーションも表現可能
である。 
 (24)式の時間の２階微分項へ状態変数法を適用
して時間の 1 階微分を含む形へ変形した後、空間
に対する離散化法を適用すれば(25)式の関係を得
る[9]。 
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(25) 式で、S’, H’は mn××2 次の正方行列、X’, Y’
は mn××2 次の列ベクトル、Iは mn××2 次の単位

正方行列である。 
 (25)式の同次方程式 
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を考えよう。(18) 式と同様にして、正規化された
行列Γに対する固有ベクトル

,2,...,2,1,' mnii ××=E を得ることが可能であり、

その結果として、 (20)式や(21) 式と同様な関係が 
(27) 式のように導かれる。 
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 (27) 式を用いて係数 mniw i ××= 2,...,2,1,' は 

(28) 式で与えられる。 
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ここで、 0'iw は iw' の初期値であり、初期解ベクト

ル 0'X を用いて(29)式で与えられる。 

 

mni

w

or

wZ

i
T
i

i

T
i

i

mn

i
ii

××=

=⋅=
⋅

=

== ∑
××

=

2,...,2,1

1',''
'

'''

,'''''

2
02

0
0

2

1
000

EXE
E

XE

EWX

∵
 (29) 

 

初期解ベクトル 0'X は最初のフレーム画像 0U で決

定され、最後のフレーム画像 ∞U は最終解ベクトル

X’∞から決まる。このように初期画像 0U と最終画

像 ∞U がそれぞれ、初期解ベクトル 0'X と入力ベク

トル Y’の項で与えられれば、時間 t=0から t=∞間



の如何なるフレーム画像も(24)式の解として生成

される。局所的な動きは(24)式のパラメータ βα ,

に依存する。すなわち、(25)式の解は 3ケースに分
類される。最初は単調減衰・拡大であり、第 2 は
減衰・拡大振動であり、最後は純粋の振動である。

(27) 式の固有値 ,2,...,2,1, mnii ××=λ は、最初の

場合は純実数、第 2 の場合は実数と虚数部からな
り、第 3の場合は純虚数である。さらに、(27)式の

係 数 ,2,...,2,1,' mniw i ××= は 個 々 の 固 有 値

,2,...,2,1, mnii ××=λ を取り得るから、局所的に

動くアニメーションが生成される。例えば、図１

３の右から左が画像の初期値と最終値とすれば、

鴎の羽は上向きに動くが頭は下向きに動く。この

ような動画像においては、(27)式の固有値は鴎の
個々の場所に応じて異なった値を取る。 

 
 もし、アニメーションが物理系、例えば電磁機

器中の渦電流を表しているとすれば、この場合の

イメージヘルムホルツ方程式は電磁界の支配方程

式と同一となる。すなわち、場の理論による CG
は物理系シミュレーションの一般化である。 
 
3.5 カラー画像(Color Image) 
 如何なるカラー画像も光の 3 成分、赤（Red）、
緑（Green）、青（Blue）に分解される。これらのカ
ラー成分は完全に独立でなく、周波数が重なる成

分もあるが、現実的には独立した色成分とみなす

ことが出来る。図１４はサンプルカラー画像の各

成分を示す。これはモノクロ画像で開発された手

法がカラー画像の各成分に適用出来ることを意味

する。 

 
 よって、カラー画像 Icは R：IR, G: IG そして B:IB 
のモノクロ画像の集合である。 
 

BGRC IIII ,,∈         (30) 

 
 いま、x-y-zの3次元カーテシアン座標系を考え、
RGB 成分をそれぞれ、y-z、z-x、x-y 平面へ投影さ
れた x,y,z 成分としよう。すなわち、カラー画像 Ic

がベクトルポテンシャル(Vector Potential)Aで表現
されるとする。 

( ) ( ) ( )yxAxzAzyA BGR ,,, kjiA ++=   (31) 

 

ここで、 BGR AAA ,, は赤、緑、青成分に対応し、

kji ,, は x,y,z軸方向の単位方向ベクトルとする。 

 ベクトルの空間微分は回転(Rotation)演算で行わ
れる。すなわち、 
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で行われる。(32)式はモノクロ画像が発散ベクトル
を生成するのに対し、カラー画像は回転ベクトル

を生成することを意味する。さらに、ベクトルポ

テンシャル Aからベクトルソースデンシティ Jを
得るためには、ベクトルポアソン方程式を考えざ

るを得ない。 
 

JAAA =∇−⋅∇∇=×∇×∇ 2   (33) 

 

Fig. 13. Stating (left) and ending (right) images of an 
animation. The wings of a seagull have moved upward but 

the head has moved downward.

Red Green blue

Fig. 14. Example of the color image components; red (left), 
green (middle) and blue (right). 



ここで 
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      (34) 
 
が(31)式から成り立つ。(34) 式はクーロンゲージ 
(Coulomb gauge) と呼ばれる [3,7,8]。よって(33)式
は(35)式となる。 
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ここで、 BGR JJJ ,, はそれぞれ、赤、緑、青のカ

ラーイメージデンシティと呼ぶ。モノクロ画像と

カラー画像の違いは、カラー画像はモノクロ画像

の 3倍のメモリーと計算機 CPUを必要とする点に
ある。しかし、この違いは並列 CPUを前提とした
計算機を用いれば克服できる。例えば、カラー画

像を構成するRGB成分をモノクロ画像として並列
に処理するとすれば、カラー画像の分解と合成に

余分な計算が必要となるのみである。 
 
4. まとめ 
 
本稿では、知的可視化情報処理に関する解説の

第 2回として、 
1) 場の理論による CG、 
2) 画像生成、 

について述べた。 
 場の理論による CG は、主として画像を構成す
る基本要素である背景、点、線、面、立体に関し

て従来のセル空間理論との関係について述べた。

その結果、場の理論に従来のセル空間理論が包含

されることを明らかにした。 
 画像の生成は大きく分けて 5部分に分類できる。
最初はスケッチであり、これは画像ベクトルの大

きさから描かれる。第 2 番目はレリーフ画像のよ
うな陰影を持つ 3次元画像の生成である。これは、
画像ベクトルと単位方向ベクト間の内積計算で実

現できる。第 3 番目は任意解像度の画像生成であ
る。これはイメージポアソン方程式の解として実

現可能であることを述べた。第 4 番目は動画像の
生成である。これはイメージヘルムホルツ方程式

の解として任意のフレーム画像が生成可能である

ことを述べた。最後に、カラー画像である。カラ

ー画像は、クーロンゲージが成り立つベクトルポ

テンシャルを仮定すれば、モノクロ画像と同様な

処理が可能であることを述べた。 
 少し理論面を強調しすぎて抽象化した感じを与

えるかも知れないが、より具体的な例を次回以降

に取り上げることで判りやすくしたい。 
 今回の原稿も本学の院生（博）遠藤久君に校正

して頂いた。歳は取りたく無い物である。相変わ

らずミスが多い。書面を借りて同君へお礼を申し

上げる。 
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